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摘  要：基于有限元强度折减法，进行了边坡的弹塑性材料非线性及大变形几何非线性分析，并考虑了边坡的三维变形情况。

在有限元分析中采用的是莫尔-库仑理想弹塑性模型，大变形分析采用的是更新的拉格朗日法。均质边坡的算例分析表明，

有限元法与简化的毕肖普法的安全系数计算结果具有相同的规律，即安全系数都随着黏聚力及内摩擦角的增加而增加，随着

重度的增加而减小，但是，各种有限元法的计算结果都比相应的毕肖普法的解要大，亦即毕肖普法偏于安全。各种方法对应

的安全系数由大到小的顺序依次是：三维小变形有限元分析、二维大变形有限元分析、二维小变形有限元分析，简化的毕肖

普法，前二者能更好地反映实际的边坡变形情况，二者的安全系数值也十分接近，因而是较好的方法。 
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Abstract: Based on the strength reduction method of finite element method, the elastoplastic material nonlinearity and large 
deformation geometrical nonlinearity of the slope are studied; and three dimensional deformation features of the slope are also 
considered. In the finite element analysis, the realistic elastoplastic model of Mohr-Coulomb is adopted; and the method for 
describing the large deformation characteristic of the soil is updated Lagrangian method. Through analyzing a homogeneous slope, 
it’s concluded that there exists the same rule among the results of the finite elements and simplified Bishop method. The rule is that 
the factor of safety will become large if the cohesion and the internal friction angle become large, and it will become small with the 
increase of unit weight. However, the results of the finite element methods are always larger than the corresponding value of the 
simplified Bishop method, which means that the result of simplified Bishop method is inclined to conservative. The decreasing order 
of the four kinds of results of safety factor is Fs (three dimensional small deformation), Fs (two dimensional large deformation), Fs 
(two dimensional small deformation) and Fs (simply Bishop Method); among them the first two methods are the best one and their 
values are very close each other. 
Key words: slope stability; finite elements; strength reduction method; material nonlinearity; geometrical nonlinearity 
 

1  引  言 

边坡稳定性分析是岩土工程中一个十分重要的

问题。常用的边坡稳定性分析方法很多，如各种极

限平衡条分法、极限分析法、有限元法等，其中有

限元法由于能反映边坡岩土体的应力-应变关系，考

虑实际边坡体的复杂边界条件和采用一般土的材料

模型，因而是一种较好的研究边坡稳定性的方法[1]。 

边坡稳定的有限元分析主要分为以下两种方

法：一是基于滑面应力分析的方法，这种方法先是

根据有限元应力计算的结果求解假想滑面上的安全

系数，再求解所有可能滑面中安全系数的最小值，

类似于条分法；二是基于强度折减的方法，它不需

事先假定滑动面的形状就可直接求得边坡的安全系

数，并可由变形图表示出滑面的大致位置，而且它

能利用现有大型有限元分析软件、无需重新编程，
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近年来这种方法受到了广泛的重视[26]。 
无论是基于滑面应力的分析方法，还是基于强

度折减的分析方法，边坡稳定的非线性有限元分析

大多数是假设边坡在荷载作用下发生的应变是微小

的，即只研究了材料非线性问题，实际上边坡的破

坏往往伴随着大变形条件。研究表明，当平均应变

为 10 %时，剪切带内的应变可高达 40 %[7]，因此   
应当进行边坡稳定的大变形几何非线性有限元分

析。另一方面，目前边坡稳定的有限元分析仍多为

二维分析，而真实的边坡破坏多为三维破坏，因此

应当进行边坡的三维有限元分析。 
 
2  边坡稳定的弹塑性材料非线性有限

元分析 
 
2.1  岩土体的弹塑性本构关系 

描述岩土体的本构模型很多。在边坡稳定性分

析中，由于理想弹塑性模型计算所得的边坡安全系

数与传统的极限平衡法的计算结果具有可比性，因

而边坡稳定的非线性有限元法一般都使用理想弹塑

性模型，其增量形式为 

ep e pd d [ ]d  σ D ε D D ε      （1） 

式中：dσ和dε 分别为应力增量和应变增量； eD 、 pD 、

epD 分别为弹性矩阵、塑性矩阵和弹塑性矩阵。 
对于理想弹塑性体，可推导出 pD 的通式[8]： 
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式中： F 和Q 分别为材料的屈服函数和塑性势函

数，一般假定塑性势函数与屈服函数有类似的形 
式，只是参数取值有所不同。本文采用莫尔-库仑  
理想弹塑性模型进行分析。 
2.2  边坡稳定分析的有限元强度折减法 

基于强度折减的有限元法（strength reduction 
method，简称 SRM）产生于 20 世纪 90 年代，其基

本原理是将边坡强度参数 c 、 （凝聚力、内摩擦 

角）同时除以一个折减系数 sF ，得到一组新的强度

参数值 c  、 ；然后以这组新的值作为输入参数进

行有限元计算；当计算至边坡达到极限状态时，对

应的折减系数值就是边坡的最小安全系数。对 
c 、 值的具体折减公式如下： 

s/c c F               （3） 

sarctan(tan / )F           （4） 

在基于强度折减的边坡有限元分析中，关键问

题是边坡失稳判别标准的确定。目前的主要判别准

则有：以迭代过程不收敛为标准[4]；以某个特征点

的位移为标准[9]和以广义剪应变或广义塑性应变为

标准[6]。本文采用计算不收敛作为边坡失稳的判别

标准，因为边坡失稳时滑体由稳定静止状态变为运

动状态，同时产生很大的无限发展的位移，此时有

限元程序无法从有限元方程组中找到一个既能满足

静力平衡又能满足应力-应变关系和强度准则的解，

即计算无法收敛。 
 
3  边坡稳定的大变形几何非线性有限

元分析 
 

通常，大变形增量平衡方程因变量的参照状态

不同而分为 TL（total lagrangian)表述和 UL（updated 
lagrangian）表述这两种方法，前者以 0t  的初始  
状态为参考构形，在以后所有时步内的计算都以此

构形来定义，后者在时段 [ Δ ]t t t， 的增量求解期 
间的所有变量均以这个时步的开始时刻 t 的状态作

为参考构形来定义。这两种方法各有优缺点，本文

采用 UL 描述方法进行求解。 
当采用 UL 描述时，增量形式有限变形的虚功

方程可写为 
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式中： t t    、 、τ p q 分别为 t 时刻的柯西应力、体力及

面力； t tΔ Δ Δ Δ Δp q、 、 、 、S E u 分别为[ Δ ]t t t， 时

段内的应力、应变、位移、体力及面力的增量； tV
及 tA 分别表示体积及面积的积分域。 

可以证明：当采用 UL 描述时，应变增量ΔE   
可以分为线性部分 L0(Δ )E 和非线性部分 N(Δ )E ，即 
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式中： L0B 和 NB 分别为线性应变-位移转换矩阵和

非线性应变-位移转换矩阵， eΔd 为 [ Δ ]t t t， 时段
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内的单元节点位移增量；N 为形函数矩阵；G 为位

移梯度矢量和单元节点位移矢量之间的转换矩阵；

A、L为微分算子矩阵；d为节点位移向量。 
根据虚位移的任意性，再经单元组集，可得离

散系统的平衡方程为 

0

T
0( Δ )d

V
V  B S S R        （8） 

式中 

t t

T T
t t t t t t[ ( Δ )d ( Δ )d
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（9） 
是 Δt t 时刻相对于 t 时刻的位形定义的荷载的等

效节点力向量。 
将式（6），（7）代入式（8），并在几何及物理

两方面进行线性化，可得以切线刚度矩阵表达的增

量平衡方程为 

TΔ  K d R R           （10） 

其中 
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（11） 
式中： TK 为切线刚度矩阵； 0K 为小位移刚度矩阵；

SK 为初应力刚度矩阵（几何刚度矩阵）；R 为 t 时
刻内力所产生的等效节点力矢量； R是 t+∆t 时刻

相对于 t 时刻的位形定义的荷载的等效结点力矢

量； TD 为材料的切线刚度矩阵；M 为应力矩阵。

上述公式的详细推导见文献[10]和文献[11]。 

4  算例分析 

某均质边坡高 H  5 m，坡比 : 1: 2V H  ，凝  
聚力 c  10 kPa，内摩擦角 10   ，重度      
17.64 kN/m3。文献[12]用条分法进行了边坡稳定性

计算，本文采用有限元法进行对比分析，计算时取

膨胀角 10   ，弹性模量 E  102 MPa，泊松比

  0.3。安全系数的计算方法是强度折减法[4]。 
对于本算例，本文分别采用二维及三维模型进

行了边坡的稳定性分析，其中二维问题又分为小变

形和大变形两种情况。二维有限元分析和三维有限

元分析采用单元类型分别是 8节点四边形单元和 10
节点四面体单元。确定边坡剖面研究范围的方法 
是：在水平方向，自坡顶向坡外延伸 2.5H，自坡脚

向坡外延伸 1.5H；在竖直方向，由坡底向下延伸

H[5]。在三维有限元分析中，坡体厚度（即前后边界

之间的距离）由本文计算确定。图 1 表示的是三维

有限元分析中边坡的网格剖分结果，其边界条件 
是：底面固定，左、右边界限制左、右水平位移，

前、后边界限制前后水平位移。 

 
图 1  网格剖分图 

Fig.1  Mesh of the slope 
 

为了确定三维有限元分析中边坡的厚度，本文

研究了边坡模型厚度 T 与安全系数 Fs 的关系，如  
图 2 所示，其中横坐标表示模型厚度 T 与边坡高度

H 的比值，纵坐标表示边坡的安全系数 Fs。由图 2
可以看出，三维计算模型中，当 T 较小时，T 对安

全系数 Fs的计算结果有很大影响；随着 T 的增加，

Fs 也相应增加；但当 / 1.0T H ≥ 时，曲线近于平  
缓，表示此时 T 值已足够大，本文在三维有限元分

析时取T H 。 

 
图 2  安全系数与模型厚度的关系 

Fig.2  Relationship between safety factor and thickness 
 

图 3 为各种方法的计算结果，图中 BISHOP 表

示由文献[12]的简化的毕肖普法所得的结果，FEM
为本文有限元分析的结果，2D 和 3D 分别是 2 维和

3 维情况，small 和 large 分别表示小变形和大变形

情况。由图可知，本文有限元计算结果与文献    
[12]的条分法计算结果具有相同的规律，即安全系

数都随着黏聚力及内摩擦角的增加而增加，随着  
重度的增加而减小，而且各种方法对应的安全系  
数的差值较为固定。但是，基于有限元强度折减法

的边坡安全系数计算结果普遍比毕肖普法的相应解

要大。在有限元分析中各种方法中，基于常规的二

维小变形假说所得的安全系数比毕肖普法的相应值

稍大，而考虑大变形及三维变形的有限元解则更 
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大，在各种情况下安全系数的大小具有同样的规  
律，即 s s s(3D  small) (2D  large) (2D  small)F F F  ， ， ，  

s (Bishop)F ，其中 s (3D   small)F ， 与 s (2D   large)F ， 的

值非常接近。 

 
（a） 

 
   / （） 

（b） 

 
  3 /kN m   

（c） 

图 3  安全系数与土工参数的关系 
Fig.3  Relationship between safety factor and 

soil parameters 
 

由于边坡的三维有限元分析能考虑真实存在的

三维效应，而大变形分析则能同时考虑边坡中存在

的弹塑性材料非线性及大变形几何非线性性质，因

而二者的计算结果都是较为接近真实情况的。因 
此，毕肖普法的安全系数解偏于安全。 

5  结  语 

本文基于有限元强度折减法，进行了边坡的二

维小变形有限元分析、二维大变形有限元分析及三

维小变形有限元分析，并将计算结果与条分法（简

化的毕肖普法）进行了对比。结果表明，安全系数

的有限元解比条分法的相应解要大，条分法的计算

结果偏于安全；在有限元法的各种求解结果中，基

于常规的小变形假设所得结果偏低，考虑大变形性

质的二维有限元分析及三维小变形有限元分析之安

全系数解十分接近，二者对应的安全系数值最高。 
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